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Les axiomes de la mécanique quantique 

n  1 – Les états d’un système quantique forment un espace vectoriel complexe. 

n  2 – Les quantités observables sont représentées par des opérateurs linéaires 
hermitiens agissant sur cet espace vectoriel. 

n  3 – La mesure de l’une de ces quantités donne l’une des valeurs propres (réelles) de 
l’opérateur correspondant. 

n  4 – Si l’état du système avant la mesure est une combinaison linéaire des états 
propres de l’opérateur, la mesure donne une des valeurs propres avec une amplitude 
de probabilité égale au poids du vecteur propre correspondant dans la combinaison 
linéaire. 

n  5 – L’état du système après la mesure est l’état propre correspondant à la valeur 
propre mesurée. 

n  6 – En dehors de la mesure, l’évolution temporelle est donnée par l’opérateur 
hamiltonien. 
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Du ket Iψ> à la fonction d’onde ψ(x) 

n  Opérateur position X  ➡   états propres de position Ix>   ➡   X Ix> = x Ix> 

n  Opérateur hermitien  ➡   valeurs propres réelles et états propres = base 

n  État Iψ> quelconque  ➡   décomposition  Iψ> = Σx αx Ix>       avec αx = <xIψ> 

n  Si les positions ont des valeurs continues [cas général]    Σx  ➛  ∫dx    et    αx ➛ α(x) 

n  Mais pourquoi ne pas plutôt écrire ψ(x) au lieu de α(x) ? 

➡ ψ(x) ≣ <xIψ> 

n  Particule au point x    ☛    onde s’étalant autour du point x     ☛    fonction d’onde 
donnant l’amplitude de probabilité de trouver une particule au point x  ☛  état Iψ> 

n  On peut faire de même avec l’opérateur impulsion P   ➡   P Ip> = p Ip> 

n  ➡ ψ(p) ≣ <pIψ>  [transformée de Fourier de ψ(x)] 
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Évolution 
Au cours du 

temps 



Évolution au cours du temps d’un système quantique 

n  Système quantique ➛ espace vectoriel E 

n    État au temps t1 ➛ vecteur Iψ(t1)> 

n    État au temps t2 ➛ vecteur Iψ(t2)> 

n  ➡ il doit exister un opérateur U tel que U Iψ(t1)> = Iψ(t2)> 

n  Il s’avère que cet opérateur U (qui dépend des temps t1 et t2) doit être 

1.  linéaire 
2.  unitaire [U†U = I] 
3.  identique pour tous les vecteurs 

n  sinon on se heurte à des difficultés avec la causalité, avec l’interprétation 
probabiliste, ou avec les observations 

U unitaire ➛ <φ(t2)Iψ(t2)> = <φ(t1)Iψ(t1) >  

   en particulier des états orthogonaux (= physiquement distincts) demeurent orthogonaux 
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Opérateur hamiltonien 

n  Soit un système dans l’état Iψ(0)> au temps t1 = 0, et dans l’état Iψ(t)> au temps t 

 Iψ(t)> = U(t) Iψ(0)> 

n  Pour un temps t = ε infinitésimalement près de t = 0, U(t) peut se développer en série : 

U(ε) = U(0) + ε • opérateur + ε2 • opérateur + … 

n  U(0) = I , et pour des raisons historiques J on écrit la série comme: 

U(ε) = I – i/ħ ε • H + … 

n  ➡ U†(ε) = I + i/ħ ε • H† + … 

n  ➡ U†(ε) U(ε) = [ I + i/ħ ε • H† + …] [I – i/ħ ε • H + …] = I + i/ħ ε • [ H† – H ] + … = I 

n  ➡ H† – H = 0 

n  ➡ H est un opérateur hermitien 

n  Par comparaison avec la physique classique, cet opérateur correspond à l’hamiltonien 
et ses valeurs propres sont les énergies possibles du système 
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Équation de Schrödinger 

n  Partons de Iψ(t)> = U(t) Iψ(0)> 

n  ➡ Iψ(ε)> = U(ε) Iψ(0)> = [ I – i/ħ ε • H ] Iψ(0)> = Iψ(0)> – i/ħ ε • H Iψ(0)>  

n  ➡ [Iψ(ε)> – Iψ(0)>]/ε ≣ d/dt Iψ(0)> = – i/ħ H Iψ(0)> 

n  Mais t = 0 ne jouait pas de rôle particulier 

                          ➡ d/dt Iψ(t)> = – i/ħ H Iψ(t)> 

      ce qui est l’équation de Schrödinger 

n  L’opérateur hamiltonien H est le même pour tous les états 

n  Tout ce qui reste à faire est d’écrire cet hamiltonien H = K + V 

n  Terme cinétique K (= P2/2m dans le cas non relativiste sans spin) pour chaque quanton 

n  Terme potentiel V décrivant l’interaction des quantons entre eux, et avec l’extérieur  

n  … et de résoudre l’équation différentielle… 

28/01/13 Alain Bouquet – Particules 12 7 



Représentations de Schrödinger et de Heisenberg 

n  Représentation de Schrödinger 
n  Les opérateurs O ne dépendent pas du temps 
n  ➡   Les états Iψ(t)> dépendent du temps : Iψ(t)> = U(t, t0) Iψ(t0)> 
n  Ils évoluent suivant l’équation de Schrödinger iħ∂/∂t Iψ(t)> = H Iψ(t)> 
n  ➡   U(t, t0) = exp{ -i/ħ H (t-t0) } 

n  Représentation de Heisenberg 

n  Les états Iψ> ne dépendent pas du temps 
n  ➡  Les opérateurs O dépendent du temps : O(t) = U–1(t, t0) O(t0) U(t, t0)  
n  ➡   U(t, t0) = exp{ -i/ħ H (t-t0) } 

n  Dans les deux cas, les observations sont identiques (par exemple les valeurs 
moyennes des opérateurs) 

n  Représentation d’interaction 
n  Décomposition de l’hamiltonien en deux parties :     H = Hlibre + Hinteraction           
n  Les opérateurs évoluent avec Hlibre  
n  Les états « d’interaction » Iψint(t)> évoluent avec Hint           iħ∂/∂t Iψint(t)> = Hint Iψint(t)> 
n  L’état « complet » Iψ(t)> = Ulibre Iψint(t)> 
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L’équation de 
Schrödinger 



Équation de Schrödinger     i ħ d/dt Iψ(t)> = H Iψ(t)> 

n  Procédure standard 

n  se donner un opérateur H 

n  si H ne dépend pas du temps [cas très fréquent] 

n  résoudre l’équation aux valeurs propres H Iψ> = E Iψ> 
     [dite équation de Schrödinger indépendante du temps] 

n  ➛ valeurs propres (énergies) Ei   indépendantes du temps 

n  et états propres correspondants IEi>  indépendants du temps 

     [ pas tout à fait : à une phase e– i/ħ Ei t  près ] 

n  ➛ état quelconque Iψ(t)> = Σi αi(t) IEi> = Σi αi(0) e– i/ħ Ei t  IEi> 
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Évolution temporelle d’un état 

n  Opérateur hamiltonien H indépendant du temps 

n  ➛ valeurs propres (énergie) Ei et états propres IEi> donnés par 

H IEi> = Ei IEi> 
n  ➛ Équation de Schrödinger  

 d/dt IEi)> = – i/ħ H Iψ(t)>  = – i/ħ Ei IEi> 

⇒ IEi(t)> = e – i/ħ Ei t  IEi(0)> 

n  ⇒ les deux vecteurs IEi(t)> et IEi(0)> ne diffèrent que par une phase e – i/ħ Ei t  

n  ⇒ ils décrivent le même état physique 

n  ⇒ un état d’énergie définie est stationnaire (il ne change pas au cours du temps) 

n  ⇒ état quelconque Iψ(t)> = Σi αi(t)I Ei > = Σi αi(0) e– i/ħ Ei t I Ei > 
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Application à un qubit 

n  Système quantique à deux états I1> et I2> , vecteurs propres d’un opérateur (la 
position X par exemple, dans une description élémentaire de l’ion H2

+) 

 

n  Supposons que l’hamiltonien H ait la forme : 

 

n  puisque H est hermitien, E est réel de même que ε 

n  Les valeurs propres et les vecteurs propres de cet hamiltonien sont  
n  λ = E + ε     ➛     I+> = [ eiϑ I1> + I2> ]/√2 

n  λ = E – ε     ➛     I–> = [ eiϑ I1> – I2> ]/√2   

n  si ε = 0, les deux valeurs propres de l’hamiltonien sont dégénérées et toute combinaison 
linéaire de I+> et de I–> (ou de I1> et de I2>) est vecteur propre 
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(∆A)ψ =
1

‖ψ‖
(

〈ψ|A2|ψ〉 − 〈ψ|A|ψ〉2
)1/2

(6.2)

6.2 Exemple : l’ion H+
2

Nous voudrions maintenant appliquer les postulats énoncés à une situation concrète. Malheureusement, le
traitement rigoureux des situations même les plus simples entrâıne le plus souvent l’utilisation d’espaces
d’états de dimension infinie, et nous voudrions démarrer avec un exemple où l’on puisse tout calculer
à l’aide de l’algèbre linéaire élémentaire. Il existe un système très important qui répond à ce besoin :
la description des états de spin d’une particule telle que l’électron. Cependant nous n’avons pas encore
parlé de spin, et nous ne voulons pas introduire maintenant cette nouvelle difficulté. C’est pourquoi nous
optons pour l’étude d’un système qui peut, en première approximation, se traiter à l’aide d’un espace des
états de dimension 2 (on dit parfois ! un système à deux niveaux "). Il s’agit de l’ion positif H+

2 . Notre
traitement suit essentiellement [10] p. 45-48. Voir aussi [8], p. 174-181.
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Figure 6.1 – Les deux états de l’ion H+
2

Ce système est constitué de deux protons p+
1 et p+

2 et d’un électron e−. Nous supposons que la distance
d entre les deux protons n’évolue pas au cours du temps, et qu’au niveau d’approximation où nous
nous plaçons, l’ion H+

2 puisse être observé dans l’un des deux états suivants : H − H+ ou H+ − H . La
signification précise de cet énoncé est la suivante : si l’on mesure la position de l’électron, on trouvera
qu’il est soit proche de p+

1 , soit proche de p+
2 . À ces deux états nous associons respectivement des vecteurs

d’états notés |1〉 et |2〉, formant une base orthonormée d’un espace de Hilbert de dimension 2.
Cette démarche respecte les postulats que nous avons énoncés. En effet, ce que nous affirmons en réalité
c’est que nous considérons que le système est entièrement décrit par une variable dynamique, la position
x de l’électron par rapport au centre de masse des deux protons, ne pouvant prendre que deux valeurs. À
cette variable dynamique est associée une observable X conformément au postulat 3. Les résultats d’une
mesure de x donnent toujours −d/2 ou d/2 selon notre hypothèse. Il en résulte que le spectre de X est

constitué de ces deux valeurs. L’opérateur le plus simple ayant ce spectre a pour matrice

(

−d/2 0
0 d/2

)

dans une base de vecteurs propres. L’état |1〉 introduit plus haut est simplement un vecteur propre
normalisé de X associé à la valeur propre −d/2, et |2〉 est un vecteur propre normalisé associé à l’autre
valeur propre. Le point sur lequel nous voulons insister est le suivant : quand nous disons que le système
ne peut s’observer dans l’un ou l’autre de deux états lorsque l’on regarde où se trouve l’électron, nous ne
voulons pas dire que le système ne peut pas être dans un autre état. En fait, le principe de superposition
quantique indique que toutes les combinaisons linéaires complexes du type α|1〉 + β|2〉, c’est-à-dire tous
les éléments de l’espace vectoriel complexe engendré par |1〉 et |2〉, représentent des états du système.
Simplement, dans un état ! superposé " la position de l’électron n’est pas déterminée. Elle ne l’est que
si α ou β est nul (le vecteur d’état est alors un vecteur propre de X).
Nous nous demandons maintenant ce qui se passe si nous mesurons l’énergie du système. On sait que
l’observable correspondant à l’énergie est le hamiltonien H . Comme il s’agit d’un opérateur hermitien,

43

(∆A)ψ =
1

‖ψ‖
(

〈ψ|A2|ψ〉 − 〈ψ|A|ψ〉2
)1/2

(6.2)

6.2 Exemple : l’ion H+
2

Nous voudrions maintenant appliquer les postulats énoncés à une situation concrète. Malheureusement, le
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État I1> État I2> 

☜  ce terme-ci assure   
 une transition de 
 l’état I1> à l’état I2> 



Évolution temporelle du qubit 

n  Supposons que l’état initial soit l’état I1>  (par exemple parce que la position a été mesurée) 

n  Ce n’est pas un des états propres de l’hamiltonien (sauf dégénénérescence) 

I1> = e–iϑ/√2 [ I+> + I–> ]   I2> = 1/√2 [ I+> – I–> ] 

⇒ Iψ(t)> =  e–iϑ/√2 [e– i/ħ (E+ε) t I+> + e– i/ħ (E–ε) t I–>] 

n  Quelle est la probabilité qu’une mesure de position au temps t donne I1> ou I2> ? 

p1(t) ≣ <1Iψ(t)> = e+iϑ/√2 [ <+I + <–I ] e–iϑ/√2 [e– i/ħ (E+ε) t I+> + e– i/ħ (E–ε) t I–>] 

n  ➡  p1(t) = e– i/ħ Et [e– i/ħ ε t + e+ i/ħ ε t ]/2 = e– i/ħ Et cos[εt/ħ] 

n  ➡ probabilité P1(t) = |p1(t)|2 = cos2[εt/ħ]  et  P2(t) = 1 – P1(t) = sin2[εt/ħ] 

n  ➡ le système oscille périodiquement entre les états I1> et I2> 

      avec une fréquence d’oscillation ν = ε/2πħ = ε/h  ⇔  ε = hν 
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Application : les mésons K0 Ǩ0 et KL KS 

n  Les mésons K, des particules étranges : rapides à produire (collisions proton-méson 
π) mais longues à se désintégrer ☛ nouveau nombre quantique, l’étrangeté S 

n  production = interaction forte conservant S ➛ production par paires ➛  particules « V » 
n  désintégration = interaction faible violant S 

n  K0 : masse 498 MeV  formé d’un quark d et d’un antiquark s  étrangeté S = +1 

n  Ǩ0 : masse 498 MeV  formé d’un antiquark d et d’un quark s  étrangeté S = –1 

n  Mais deux durées de vie très différentes ☛ combinaisons KL et KS 

n  Pais et Gell-Mann (1955) 
n  K0 et Ǩ0  états propres de l’interaction forte 
n  KL KS  états propres de l’interaction faible ☛ hamiltonien 
n  avec ε << E  
n  conservation de CP ☛ KS ➛ 2 π   et KL ➛ 3 π  ☛ durées de vie très différentes 
n  ☛  K0 = KS + KL   ➛   KL  par disparition de KS 

n  mais « régénération » possible : KL = K0 + Ǩ0  ☛ interactions (fortes) différentes dans la 
matière      ☛     changement des proportions de K0 et Ǩ0     ☛     réapparition de KS 
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Puits et 
Barrières de 

potentiel 



Potentiel constant V(x) = V <  E 

n  Potentiel constant ⇒ équation de Schrödinger     – ħ2/2m ∂2ψ(x)/∂x2 + V ψ(x) = E ψ(x) 

n  Équation d’onde banale, de la forme  ψ’’ + ω2ψ = 0  avec ω2 = 2m/ħ2 [E – V] 

n  ➡   ψ(x) = A cos ωx  +  B sin ωx   (A et B sont des nombres complexes) 

n  ⇔     ψ(x) = ψ1 e i ω x + ψ2 e – i ω x     [ ∫ |ψ(x)|2dx = ∞  Heisenberg ] 

n  Longueur d’onde λ = 2π/ω = 2π ħ / [2m(E – V)]½ = h / [2m•½ mv2] ½ = h/mv = λde Broglie 
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Diffusion par un potentiel 

n  En une dimension : « particule » approchant du  « puits de potentiel » et accélérée 
par lui (➛ augmentation d’énergie cinétique ➛ augmentation de fréquence), puis s’en 
éloignant et revenant à son état antérieur 

ωext = 2π/h [2m(E – Vext)] ½      ➛    ωint = 2π/h [2m(E – Vint)] ½  

n  Très schématiquement : 
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Diffusion par un potentiel 

n  En deux ou trois dimensions, la direction du mouvement peut aussi changer 

n  Très schématiquement : 
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Potentiel constant V(x) = V > E 

n  Et si V > E ? Classiquement impossible (E = ½ mv2 + V) mais quantiquement permis 

n  ➡  ω2 = 2m/ħ2 [E – V] < 0   ➡  ω est imaginaire pur   ➡   ω = i |ω| = i [2m/ħ2 (V – E)]½  

n  ➡  ψ(x) = ψ0 e i ω x  =  ψ0 e – |ω| x ➡ exponentielle décroissante 

n  Si E < V pour tout x, la solution est ψ(x) ≣ 0 ce qui n’est pas très intéressant 

n  Si E < V pour x > x0 seulement, la solution est sinusoïdale pour x < x0 et décroît 

exponentiellement pour x > x0 , avec une échelle de décroissance λ = 1/|ω| 
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Puits carré : une particule dans une boîte 

n  L’amplitude de la fonction d’onde décroît exponentiellement en dehors du puits 

ψint(x) = ψ0 e i ωint x   ψext(x) = ψ1 e – ωext x   

      avec     ωint = 2π/h [2m(E – Vint)] ½      et    ωext = 2π/h [2m(Vext – E)] ½  

n  Pour un puits très profond (Vext→∞) la fonction d’onde s’annule aux bords ⇔ confinement 
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Puits carré : une particule dans une boîte 

n  Prenons Vext→∞  et (sans perte de généralité) Vint = 0   ➡    ω = 2π/h [2mE] ½  

n  La fonction d’onde ψ(x) = ψ0 e i ω x  s’annule aux bords   ➡    ω = π n/L  

n  ⇔  Largeur L = multiple entier de ( ½ ) longueurs d’onde  

n  ➡  ω = π n/L = 2π/h [2mE] ½     ⇔  E = n2h2/8mL2
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➡ les énergies sont quantifiées : En = n2 E1 avec E1 = h2/8mL2  

➡ il existe une énergie minimale non-nulle, E1 

➡ plus le confinement est important, plus l’énergie minimale est élevée 

                  L → 0 ⇔ E1 → ∞   [☚ inégalité de Heisenberg] 

➡ plus la masse m est petite, plus l’énergie minimale est élevée 

                 m → 0 ⇔ E1 → ∞   [☚ inégalité de Heisenberg] 

 



Application : atome et noyau de carbone 

n  E = h2/8mL2     

n  Atome 

n  Densité du carbone et nombre d’Avogadro     ☛   diamètre d’un atome ~ 1.5 Å = 1.5x10-10
 m 

n  ➡ Ee = 2.67x10-18 J = 16.7 eV  observé : 11.3 eV  ordre de grandeur correct 

n  ➡ Ep = 1.46x10-21 J = 0.009 eV  << énergie thermique ~ 0.04 eV 

n  Noyau 

n  Expériences de diffusion ➡ diamètre du noyau de carbone ~ 5.8 fm = 5.8x10-15 m 

n  ➡ Ee = 1.78x10-9 J = 11.2 GeV  ➡ il ne peut pas y avoir d’électron dans le noyau 

n  ➡ Ee = 9.75x10-13 J = 6.1 MeV  observé : 7.5 MeV  ordre de grandeur correct 

n  Le puits carré n’a aucune raison d’être une bonne approximation d’un atome (ni d’un 
noyau) car la forme d’un potentiel coulombien est très différente (et tridimensionnelle) 

n  Constante de Planck : h = 6.62x10-34 J.s   1 eV = 1.60x10-19 J 
n  Masse de l’électron : m = 9.11x10-31 kg   Masse du proton : m = 1.67x10-27 kg 
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Le double puits 

n  Cas, par exemple, d’une molécule ayant deux configurations équivalentes comme 
l’ammoniac NH3, séparées par une barrière de potentiel 

n  Classiquement, elle ne peut pas passer d’une configuration à l’autre 

n  Quantiquement, cela est possible ➡ oscillation d’un état à l’autre 
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Barrière carrée 

n  Passer la barrière (une particule classique ne peut pas franchir la barrière si E < Vbarrière) 

n  réduit l’amplitude de la fonction d’onde   ➡  probabilité d’autant plus faible que la barrière est 
large et que V–E est grand 

ψ1 e i ωext x    ➛    ψ2 e i ωext x        avec     ψ2 = ψ1 e – ωint • Largeur 

n  mais ne change pas son énergie  ( ωext = [2m/ħ2 (E – Vext)]½   est le même de chaque côté ) 
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Effet tunnel 

n  Effet tunnel 
n  Onde arrivant devant une barrière de 

potentiel 
n  Avant : sinusoïde (eipx) 
n  Pendant : exponentielle (e–px) 

n  Fonction d’onde  
n  L’essentiel est réfléchi 
n  Une partie est transmise 

© J.C. Benoist 
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Émission alpha 

n  George Gamow (1904-1968) 
Zur Quantentheorie des Atomkernes (1928)  

n  L’alpha préexiste dans le noyau 

n  Il est retenu par une barrière de potentiel 

n  Il traverse la barrière par effet tunnel 

n  ⇒ décroissance exponentielle de la 
fonction d’onde 

n  ⇒ loi empirique de Geiger et Nuttall (1911) 
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Énergie  

Position 

α 

Fonction d’onde 

intérieur extérieur 



Loi de Geiger-Nuttall : demi-vie ~ exp{Z/√E} 

n  La demi-vie T½ par transmutation alpha d’un élément radioactif  diminue très vite 
quand l’énergie de l’alpha augmente : 
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Demi-vie T½(années) 

Énergie E de l’alpha (MeV) 

Log[T½ (s)] 

1/√E 

Z=92 

Z=88 

Z=84 

Z=94 



Et dans l’autre sens : les fusions nucléaires 

n  Fusion : noyau de charge Z1q + noyau Z2q 

n  ➡ barrière coulombienne de hauteur E = Z1Z2q2/rnoyau  

n  Z1 = Z2 = 1 ➡ E = 200 keV  ⇔ T = 2x109 K 

n  Effet tunnel ➡ probabilité fusion ➚➚ dès 107 K 
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Atomes 



Équation de Schrödinger en 3 dimensions 

n  On cherche des états stationnaires, solutions de H Iψ> = E Iψ> 

n  Pour un seul quanton H = P2/2me + V(r)  avec potentiel de Coulomb V(r) = – q2/r 

n  En trois dimensions spatiales (et en passant aux fonctions d’onde) 

       H = – ħ2/2me ∆ + V(r)    où ∆ est le laplacien        ∆f = ∂2f/∂x2 + ∂2f/∂y2 + ∂2f/∂z2  

n  On passe en coordonnées sphériques et on utilise la séparation des variables  

ψ(r,θ,φ) = R(r) Y(θ,φ) 

n  ➡ une équation différentielle pour Y(θ,φ) qui ne dépend que de θ et φ mais pas de r 

n  la solution doit être invariante sous φ ➛ φ + 2π  ➡  périodicité eimφ ➡ nombre quantique m 

n  la solution doit être régulière en θ = 0 et θ = π  ➡  polynôme de Legendre  de degré l > |m|
en cos θ et sin θ ➡ harmoniques sphériques Ylm(θ,φ) 

n  pour l donné, il y a 2l  + 1 harmoniques sphériques (de m = –l  à m = +l ) 

n  ➡ et une équation différentielle pour R(r) qui dépend de V(r) mais pas de θ ni φ 
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Harmoniques sphériques Ylm(θ,φ) 

28/01/13 Alain Bouquet – Particules 12 31 

Separation in spherical polar coordinates 51

Figure 3.3. Representations of the shapes of the spherical harmonics with quantum
numbers l, m, where l 2 and the z axis is vertical. In the case of m = 0, the dark
and light regions have opposite sign; when m != 0, the function is complex and its phase
changes by 2mπ during a complete circuit of the z axis.

angularly dependent part of this quantity will therefore be given by

(2l + 1)−1
l
∑

m=−l

|Ylm(θ,φ)|2

It is one of the standard properties of the spherical harmonics that this quantity
is spherically symmetric—as can be readily verified in the cases where l = 0, 1
and 2 by substituting the expressions given in equation (3.46)—so we once again
see that the predictions of quantum mechanics concerning physically measurable
quantities are consistent with what would be expected from the symmetry of the
problem.

The physical significance of the quantum numbers l and m will be discussed
in detail later (chapter 5). For the moment we note that m cannot be directly
connected with the quantization of the energy of the system as this quantity

l , m 

50 The three-dimensional Schrödinger equations

these quantum numbers in characterizing the functions. We have

Ylm(θ,φ) = (−1)m
[

(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2

P |m|
l (cos θ)eimφ m 0

(3.44)
where it can be shown that the factor in square brackets ensures normalization of
the function when it is integrated over all solid angles; that is

∫ 2π

0

∫ π

0
|Ylm(θ,φ)|2 sin θ dθ dφ = 1 (3.45)

The phase factors (−1)m in (3.44) are arbitrary, but chosen in accordance
with established convention. The functions Ylm are known as spherical harmonics
and the reader is once again referred to an appropriate mathematics textbook for
a discussion of their properties and a derivation of the form of the normalizing
constant. Explicit expressions for the spherical harmonics with l less than or
equal to two are given below and their shapes are illustrated in figure 3.3.

Y00 = 1
(4π)1/2

Y10 =
(

3
4π

)1/2

cos θ

Y1±1 = ∓
(

3
8π

)1/2

sin θe±iφ

Y20 =
(

5
16π

)1/2

(3 cos2 θ − 1)

Y2±1 = ∓
(

15
8π

)1/2

cos θ sin θe±iφ

Y2±2 =
(

15
32π

)1/2

sin2 θe±2iφ
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(3.46)

A notable feature of figure 3.3 is that the wavefunctions have a particular
orientation in space even though the potential is spherically symmetric and the
direction of the z axis (sometimes known as the axis of quantization) is therefore
arbitrary. This apparent contradiction is resolved in the same way as in the similar
case of a particle in a square box discussed earlier. We first note that m does
not enter equation (3.25) which determines the energy levels of the system, so
there are always 2l + 1 degenerate states that differ only in their values of m. If
we measure the energy of such a system, we shall not be able to tell which of
these wavefunctions is appropriate and we must therefore average their squared
moduli in order to calculate the position probability distribution. The apparently



L’atome d’hydrogène 

n  Équation différentielle radiale pour R(r) 

n  ➡ des solutions dépendant de l   

n  et d’un nombre quantique n > l  ➡ Rnl (r)  correspondant à des énergies En 

n  ➡  En = – me q4/2ħ2n2            ce qui est la forme de Bohr 

n  ➡  R10 = e – r/r0          avec r0 = ħ2/meq2 = 0.53x10-10 m   (rayon de Bohr) 

n  ➡  R20 = [1 – r/2r0] e – r/2r0 

n  ➡  R21 = r/2r0 e – r/2r0 
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52 The three-dimensional Schrödinger equations

appears only in the radial equation, which we have yet to solve. It will turn out
that l and m are associated with the quantization of the angular momentum of
a particle in a central field: the square of the angular momentum has the value
l(l + 1) 2 and the z component of angular momentum has the value m .

The radial equation

We now turn our attention to the radial equation (3.25) which determines the
energy levels of the system. Substituting the expression for λ obtained from the
angular solution (3.40) and remembering that λ′ = 2meλ/

2, we get

−
2

2me

1
r2

d
dr

(

r2 d R
dr

)

+
[

V (r) + l(l + 1) 2

2mer2

]

R = E R

This can be simplified by making the substitution χ(r) = r R(r) which gives

−
2

2me

d2χ

dr2 +
[

V (r) + l(l + 1) 2

2mer2

]

χ = Eχ (3.47)

Apart from the second term within the square brackets, equation (3.47) is identical
in form to the one-dimensional Schrödinger equation. However, an additional
boundary condition applies in this case: χ must equal zero at r = 0 otherwise
R = r−1χ would be infinite at that point.3

As well as being mathematically convenient, the function χ(r) has a physical
interpretation in that |χ |2 dr is the probability of finding the electron at a distance
between r and r + dr from the origin averaged over all directions. This follows
from the fact that this probability is obtained by integrating |ψ(r, θ,φ)|2 over a
spherical shell of radius r and thickness dr . That is, it is given by

|R2(r)|r2dr
∫ 2π

0

∫ π

0
|Y (θ,φ)|2 sin θ dθ dφ = |χ2(r)|dr

using (3.45).
To progress further with the solution of the radial equation, the form of the

potential V (r) must be known, and in the next section we shall consider the
particular example of the hydrogenic atom.

3 The observant reader will have noticed that if R ∼ r−1 then
∫ r

0 |R|2r2 dr will be finite and
therefore the boundary condition set out in chapter 2 is not breached. It can be shown that the
condition χ = 0 at r = 0 follows from the requirement that the solutions of the Schrödinger
equation expressed in spherical polar coordinates must also be solutions when the equation is written
in Cartesian coordinates. Further details on this point can be found in P. A. M. Dirac The Principles
of Quantum Mechanics (Oxford 1974) chapter 6.

laplacien Coulomb laplacien ➛ moment angulaire  

énergie 

➡ orbites mais des orbitales étendues dans l’espace 



Orbitales de l’hydrogène  
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Orbitales de l’atome d’hydrogène 

s ↔ l  = 0  
p ↔ l  = 1  
d ↔ l  = 2  
f ↔ l  = 3  

l  ☞ n 
☟ 

s       p    d      f        g 



Les autres atomes 

n  Presque pareil… 

n  … sauf que 
n  la partie (énergie) cinétique de l’hamiltonien devient – ħ/2me Σi ∆i avec un laplacien pour 

chaque électron i 
n  la partie potentiel devient V(r1, r2…) = – Σi Zq2/ri  + Σi j q2/| ri – rj | 

 

n  il faut tenir compte du spin des électrons (et du noyau) ☞ matrices de Pauli  
n  il faut tenir compte de l’antisymétrisation de la fonction d’onde (les électrons sont des fermions)  
n  ☞  induit un « couplage spin-orbite » entre composantes de spin et fonctions d’onde spatiales 
n  ☞  par ex. l’atome d’hélium a une énergie plus basse quand les spins de ses deux électrons 

sont inverses (état singulet) que lorsqu’ils sont identiques (état triplet) 
n  il faut tenir compte des corrections relativistes 

n  ➡ approximations (Wentzel–Kramers–Brillouin, Hartree-Fock…)  

n  ➡ résolution numérique 
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Potentiel de Coulomb avec le noyau Z Potentiel de Coulomb entre électrons 



L’opérateur Permutation et les symétries quantiques 

n  Opérateur permutation P pour un état à deux quanta (Jules et Jim) 

n  IJules dans l’état A, Jim dans l’état B>  =  IA,B> 

n  IJules dans l’état B, Jim dans l’état A>  =  IB,A> 

n  Permutation PIA,B> = IB,A> et PIB,A> = IA,B> 
n  (très général: permutation de positions spatiales, de nombres quantiques, etc. selon ce qui est 

défini comme état A et comme état B) 

n  Quelles sont les valeurs propres λ de P ? Et les états propres Iλ> ? 

n  PIλ> = λ Iλ>   ➡  P2Iλ> = λ2 Iλ> = Iλ>   (puisque P2 = I = Identité) ➡ λ2 = 1  ➡   λ = ±1 

n  Iλ> = α IA,B> + β IB,A>  ➡ PIλ> = α IB,A> + β IA,B> = ±1 {α IA,B> + β IB,A> } 

n    ➡  I+1> =  IA,B> + IB,A>  (car α = β = 1/√2)  ➡ état symétrique 

n    ➡  I–1> =  IA,B> – IB,A>  (car α = – β = 1/√2)  ➡ état antisymétrique 

n  Sous l’échange de deux quanta, les « bons » états quantiques sont soit symétriques 
(➛ bosons) soit antisymétriques (➛ fermions ➛ principe d’exclusion de Pauli) 
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Énergie  Ionisation 

Sodium 

Néon 

Wolfgang Pauli et structure atomique  

n  Permutations et statistiques quantiques 

n  Bose-Einstein   Iψ> = (I1,2> + I2,1>)/√2 

n  Fermi-Dirac      Iψ> = (I1,2> – I2,1>)/√2 

n  →  principe de Pauli (1925) : 2 fermions ne se 
trouvent jamais dans le même état quantique 

n  → Explication de la structure atomique 

n  les électrons ne peuvent pas tous être dans 

l’état d’énergie minimale 

n  ils occupent des orbitales d’énergie de plus en 

plus élevée 

n  → explication du tableau de Mendeleiev 
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Avec un nombre quantique à deux valeurs, ▲et △ par exemple, le spin (Pauli 1924) 

Fondamental n = 1 
△ ▲ 

△ △ △ △ ▲ 
▲ 

▲ ▲ ▲ 
 n = 2   l = 1  m = -1, 0, 1 

 n = 3  l = 0  m = 0 

 n = 2  l = 0  m = 0 
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Merci de votre attention ! 


